CAPITULO 2:
PROBLEMAS CINEMATICOS

El estudio cinematico de un mecanismo pretende conocer el movimiento del
mismo independientemente de las fuerzas que actien sobre ¢€l. Se trata de un
problema puramente geométrico y su solucion muestra cuales son los
movimientos factibles del mecanismo en cuestion. Cuando ese mecanismo
opere en condiciones reales sometido a la accidn de fuerzas, su movimiento sera
alguno de los posibles encontrados en el analisis cinematico.

En los problemas cinematicos los valores de posicion, velocidad, aceleracion,
etc. de los grados de libertad del mecanismo son impuestos por el analista. Son,
por lo tanto, datos del problema.

En este capitulo se explicara coémo resolver los problemas cinemadticos para
cualquier mecanismo que haya sido modelizado en coordenadas naturales,
aunque la técnica es extensible a todos los tipos de coordenadas dependientes.

1. Problema de posicion inicial.

Consiste en, conocido el valor en posicion de los grados de libertad del
mecanismo, obtener la posicion de todos los elementos del mismo. La solucion
de este problema puede parecer muy sencilla en el caso de mecanismos de
cadena abierta (si se han modelizado con coordenadas relativas), pero no lo es
tanto sin duda cuando las cadenas son cerradas.

Dado que, segiin se ha dicho mas arriba, se va abordar el estudio de los
problemas cinematicos asumiendo que la modelizacion de los mismos se ha
realizado en coordenadas naturales, en el problema de posicion inicial se tratara
de obtener el valor de todas las coordenadas —puntos, vectores unitarios,
angulos, distancias— correspondientes a unos determinados valores de las
coordenadas que representen a los grados de libertad. De esta forma, quedara
perfectamente establecida la posicion de todos los elementos del mecanismo
para esos valores de los grados de libertad.

Para concretar mas el problema, veamos un ejemplo. Supongamos que el

cuadrilatero articulado de la figura 1 ha sido modelizado en coordenadas
naturales. El vector de coordenadas del mecanismo seria el siguiente:

qt = {x19y17x29y27a} (1)

Entonces, el problema de posicion inicial consistird en averiguar cuéles son los
valores que toman las coordenadas x e y de los puntos 1 y 2 para un



determinado valor del angulo a. Resulta obvio que, conocida la posicion de los
puntos 1y 2, todos los elementos quedan perfectamente situados.

Figura 1. Posicion inicial del cuadrilatero articulado.

Por supuesto, son también conocidas las posiciones de los puntos fijos A y B asi
como las dimensiones de las barras.

En general, las variables del problema se encontraran ligadas por un cierto
numero de ecuaciones de restriccion, que agruparemos en el denominado vector

de restricciones ®@. Entonces, el sistema cuya solucion nos proporcionard los
valores de las coordenadas buscadas sera,

@(q)=0 2)

Este sistema es no lineal. En el ejemplo del cuadrilatero articulado la ecuacion
vectorial (2) se concreta de la siguiente forma,

(= x4) +( —y0)’ L =0 (3a)
(X, —x)> +(@2-») L3 =0 (3b)
(x; —XB)2+()’2 —)/B)2 —L%:O (3¢)

(x —x4)—Lycosax=0 (3d)

Para soslayar la dificultad que supone resolver un sistema no lineal, se recurre a
la linealizacidn de la ecuacion (2), que se desarrolla en serie de Taylor alrededor
de una posicion inicial mas o menos aproximada, que se toma como punto de
partida.

D(q) =D(qp) +P4(qo)Nq—9q0)=0 4)

donde, en el ejemplo, el vector aproximado seria,

0 _0 _0 _0
qf):{xl 9y19x29y29a} (5)



indicando el superindice de las variables que se trata de los valores
aproximados iniciales. Logicamente, estos valores iniciales no cumplirdn las
restricciones. La ecuacion (4) se puede reescribir en la forma,

D,(qo)Xq—qp)=—D(q)) (6)

que representa un sistema lineal de tantas ecuaciones como restricciones se
hayan establecido (diremos m, cuatro en el ejemplo) y tantas incdgnitas como
variables tenga el problema (diremos 7, cinco en el ejemplo). Sin embargo, el
valor de los grados de libertad es conocido (a en el ejemplo), y dado que, segin
se vio en el capitulo anterior, el nimero de grados de libertad es,

g=n-m (7)
resulta finalmente un sistema cuadrado de tamano m.

La matriz del sistema de ecuaciones dado por (6) es el jacobiano de las
ecuaciones de restriccion respecto a las variables, de tamafo mxn, es decir, cada
fila contiene las derivadas de la correspondiente ecuacidon de restriccion
respecto a cada una de las variables. Veamos cudl es su aspecto en el ejemplo
que se esta considerando.

| 2(X1 - XA) 2(y1 - yA) 0 0 0
_ _2(X2 - X1) _2(y2 - yl) 2(X2 - X1) 2(y2 — yl) 0
q)q (q) B 0 0 2(X2 B XB) 2(y2 B yB) 0 (8)
1 0 0 0 Lsena |

El término de la primera fila y primera columna es la derivada de la primera
ecuacion de restriccion respecto a la primera variable, x;. El término de la

primera fila y segunda columna es la derivada de la primera ecuacion de
restriccion con respecto a la segunda variable, y;. Y asi sucesivamente.

Entonces, resolviendo el sistema (6), obtendremos una solucion q que

llamaremos q;, y que tampoco satisfara completamente las ecuaciones de
restriccion (3), pero estard mas cerca. La nueva solucidén aproximada sera,

1 1 1 1
qi = {‘lsyl’x2>y29a} (9)



Obsérvese que el valor de la variable a no varia, ya que se trata del valor del
grado de libertad conocido, y que precisamente indica cudl es la posicion en la
que queremos montar el mecanismo.

El procedimiento visto se empleara de forma iterativa obteniéndose cada vez
una solucidén mas proxima a aquélla que satisface exactamente las ecuaciones de
restriccion. Podemos pues escribir la ecuacion (6) en forma general como,

‘Dq(qz')(qz'+1 -q;)=-D(q;) (10)

de manera que, en cada iteracion, se obtiene una solucién mejorada q;,; a partir
de la anterior q;. Este procedimiento es conocido como método iterativo de
Newton-Raphson y puede utilizarse para la resolucion de cualquier sistema de
ecuaciones no lineal. El método goza de convergencia cuadratica en el entorno
de la solucioén, lo que hace que en pocas iteraciones se alcance una solucion con
un error muy pequeio.

La interpretacion geométrica del método de Newton-Raphson es muy clara si se
piensa en una funcion no lineal de una Unica variable, y se busca su corte con el
eje de abscisas. Es decir, si se trata de resolver el problema f(x)=0. En el caso de
una sola variable el método se denomina s6lo de Newton, y su significado
geométrico puede verse en la figura 2.
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X i+2 X i+1 Xi
Figura 2. Interpretacion geométrica del método de Newton-Raphson.

Es decir, al linealizar el sistema no lineal estamos acercandonos a la solucién
por medio de las tangentes en las sucesivas soluciones parciales, cada vez mas
proximas a la solucion verdadera. Lo que en el caso de una funcion de una
variable es la pendiente de cada recta tangente, en el caso general de varias
funciones de varias variables es la matriz jacobiano. Entender bien esta
interpretacion nos permitira descubrir posibles errores en la generacion de la
matriz jacobiano o el vector de ecuaciones de restriccion, a la vista del



comportamiento del proceso iterativo. También facilitara la comprension de
procedimientos alternativos para conseguir un ahorro en el tiempo de calculo.

Hay que aclarar que el sistema (10) contiene inicialmente m ecuaciones y n
incognitas, si bien, como ya se ha dicho, el valor de las variables que
representan a los grados de libertad, en nimero g=n—m, es conocido. Entonces,
el valor de q,,;—q; es nulo para los grados de libertad. Por lo tanto, para llegar
al sistema cuadrado de tamafio mxm bastard con eliminar las columnas del
jacobiano correspondientes a los grados de libertad. En el ejemplo del
cuadrilatero articulado, el sistema (10) quedara, aplicando lo dicho,

2(X1| - XA) z(yli - yA) 0 0 )(1i+1 - Xll (Xll - XA)2 + (y1I - yA)2 - Li
206 -%) “2y,=¥) 206-x) 2y;-y) |-l ) e -x) + (- ) - L
0 0 Z(Xiz_XB) Z(yiz_ys) Xi2+l_xi2 (Xiz_XB)z"'(yiz_ya)z_%2
1 0 0 0 A (X —x,) - L cosa
(11)

También merece un comentario especial el tema de la aproximacion inicial a la
solucion necesaria para comenzar el proceso iterativo. Esta aproximacion puede
ser bastante burda, siendo muy dificil que se encuentre tan alejada de la
solucion que impida converger a la misma. Si puede ocurrir que el mecanismo
quede montado en una rama diferente a la que nosotros esperamos, debido a que
la aproximacion inicial que hayamos proporcionado se encuentre mas cercana a
esa solucion.

Para rematar el ejemplo que se ha presentado paralelamente a la explicacion
general, supongamos que el cuadrilatero articulado de la figura 1 tiene los
siguientes datos:

Puntos fijos: A(0,0), B(10,0)
Longitud de las barras: L; =2, [, =8, I3 =5
Valor del grado de libertad: a=60°

Tomaremos como aproximacion inicial:
Q=1 4 8 3 7x/3} (12)

Para estos valores de las variables las ecuaciones de restriccion no se cumplen,
es decir, no se hacen iguales a cero. Ldogicamente esto ocurre porque el
mecanismo no queda correctamente montado con esas coordenadas de los
puntos 1 y 2. Para cuantificar en un solo nimero el incumplimiento de las
ecuaciones de restriccion, definiremos el siguiente error,
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(13)

donde ¢ es el valor que toma cada ecuacion de restriccién. En la tabla 1 se

recoge la evolucion del error y el valor de las variables a lo largo del proceso
iterativo que resulta al aplicar sucesivamente la ecuacién (11).

Iteracion X1 V1 X2 N2 o e
0 1.5 1 8 4 1.0472 13.7250
1 1.0 2.1250 8.5781 49141 1.0472 2.2632
2 1.0 1.7684 8.4271 4.7514 1.0472 0.1492
3 1.0 1.7324 8.4126 4.7414 1.0472 0.0016
4 1.0 1.7321 8.4125 4.7413 1.0472 1.81e-7
5 1.0 1.7321 8.4125 4.7413 1.0472 | 3.97e-15

Tabla 1. Problema de posicion del cuadrilatero articulado.

El proceso se ha interrumpido al descender el error por debajo de 108, aunque
podria haberse tomado otra tolerancia. Puede observarse en la tabla 1 como el
error desciende rapidamente una vez encauzado el camino hacia la solucion.
También se ve en la tabla que el valor del angulo o permanece siempre
constante, con valor 1.0472 (el equivalente a 60° en radianes). Esto debe ser asi
ya que lo que se pretende es precisamente averiguar cual es el valor de todas las
variables cuando el angulo o toma el valor de 60°. Estos valores son:

q' ={1.0 1.7321 84125 4.7413 7x/3} (14)

2. Problema de los desplazamientos finitos.

Este problema consiste en, una vez montado el mecanismo en la posicion
correspondiente a un determinado valor de los grados de libertad, calcular la
nueva posicion a que se llega cuando los grados de libertad sufren un cierto
incremento (positivo o negativo).

En definitiva, se trata de resolver nuevamente el problema de posicion, lo que
se consigue por el mismo procedimiento explicado en el apartado anterior. La
diferencia radica en la aproximacion inicial que se toma. En el problema de
posicion inicial nos veiamos obligados a partir de unos valores inventados,
relativamente proximos a los correctos. Ahora, los valores de partida son los
correspondientes a la posicion anterior del mecanismo. Si los incrementos
proporcionados a los grados de libertad no son demasiado grandes, estos
valores de partida seran una buena aproximacion a la nueva solucion.



Si el problema de los desplazamientos finitos se resuelve repetidamente,
podemos conocer el movimiento del mecanismo para un cierto rango de
variacion de los grados de libertad.

Como ejemplo vamos a resolver el problema de los desplazamientos finitos para
el cuadrilatero articulado del apartado anterior, en un rango de valores del grado
de libertad (dngulo o) que varia entre 60° y 90°, con un incremento de 5°. Los
resultados se recogen en la tabla 2. Dado que el cuadrilatero es manivela-
balancin, el lector puede continuar variando el dngulo a a lo largo de toda una
vuelta completando asi la tabla 2.

o (gdl) X] Vi X Y2
60 1.0 1.7321 8.4125 4.7413
65 0.8452 1.8126 8.3045 4.7038
70 0.6840 1.8794 8.1856 4.6592
75 0.5176 1.9319 8.0571 4.6071
80 0.3473 1.9696 7.9207 4.5471
85 0.1743 1.9924 7.7780 4.4791
90 0.0 2.0 7.6306 4.4029

Tabla 2. Desplazamientos finitos del cuadrilatero articulado.

Si las distintas posiciones obtenidas se representan graficamente, se podra
analizar visualmente el movimiento del mecanismo. Esto serd de gran interés,
ya que, aunque se puedan obtener muchos resultados numéricos de posiciones
de puntos, la comprobacion visual siempre sera una gran ayuda para saber si
nuestro mecanismo hace lo que queremos, al menos como una primera y rapida
verificacion. Problemas tales como la colision de elementos durante el
movimiento del mecanismo son detectados de forma inmediata en una simple
visualizacion.

3. Problema de velocidad.

El problema de velocidad consiste en determinar las derivadas temporales
(velocidades) de todas las variables del mecanismo, para una determinada
posicion del mismo, conocidas las derivadas temporales de las variables que
representan a los grados de libertad en esa posicion.

Se ha visto al tratar del problema de posicion, que las variables con que se ha
modelizado un mecanismo han de cumplir las ecuaciones de restriccidon, que se
representan abreviadamente como,



®(q)=0 (15)

Si se deriva esta expresion con respecto al tiempo, haciendo uso de la regla de
derivacion en cadena, se tiene,

@, (q)1=0 (16)

Dado que cuando se resuelve el problema de velocidades ya se conoce la
posicion del mecanismo, la matriz jacobiana es perfectamente conocida. Por lo
tanto, el sistema de ecuaciones (16) es un sistema lineal donde las incognitas
son las velocidades. El sistema tiene m ecuaciones y n incOgnitas, pero las
velocidades de los grados de libertad son dato, al igual que sucedia en el
problema de posicion. Entonces, se pasan al lado derecho de la ecuacion (16)
las columnas de la matriz jacobiana correspondientes a las variables que son
grados de libertad, multiplicada cada columna por el debido valor de velocidad.
De esta manera, se llega a un sistema cuadrado de tamafio m.

Vamos a concretar lo dicho en el parrafo anterior realizando un analisis de
velocidades para el cuadrilatero articulado que sirvio de ejemplo en el problema

de posicion.

Se habia obtenido que la posicion correspondiente a un valor del grado de
libertad a=60°, venia dada por el vector de variables,

q' ={1.0 1.7321 84125 4.7413 7x/3} (17)

Entonces, el sistema de ecuaciones (16) resulta, para esa posicion,

2 3.4641 0 0 o ™| (o
148249 —6.0185 148249 60185 o0 ||| |o

0 0 -31751 94826 o ||2["]o["¥
1 0 0 0 1.7321_3(;2 0

Esta igualdad nos indica que las velocidades del mecanismo pueden obtenerse
en funcion de la velocidad del grado de libertad. Si o es la variable que
representa al grado de libertad existente, el sistema (18) se puede reescribir
como,



2 34641 0 0 1% (0
~14.8249 —6.0185 14.8249 6.0185||y,| | O
= (19)
0 0  —3.1751 9.4826||%, 0
1 0 0 0 ||y, 1.7321

Si, por ejemplo, a =1, el vector de velocidades resulta,
q'={-17321 1.0 -1.1674 -0.3909 1} (20)

Es inmediato comprobar que la velocidad del punto 1 es correcta.
4. Problema de aceleracion.

El problema de aceleracién consiste en determinar las derivadas temporales
segundas (aceleraciones) de todas las variables del mecanismo, para una
determinada posicidon del mismo y un cierto campo de velocidades, conocidas
las derivadas temporales segundas de las variables que representan a los grados
de libertad en esa posicion.

Derivando respecto al tiempo la expresion (16) que proporciona las velocidades
y reordenando se obtiene,

(I)q (@4 :_(i)qq (21)

La matriz jacobiana sigue siendo perfectamente conocida, la misma que en el
problema de velocidades. El término de la derecha es funcion de las posiciones
y velocidades, por lo que también es conocido. Por tanto, he aqui un nuevo
sistema lineal, con m ecuaciones y n incdgnitas. Sin embargo, como en los
problemas anteriores, la diferencia son los grados de libertad, cuyas
aceleraciones son conocidas. Asi, el sistema final a resolver es cuadrado, de
tamafio m.

Como ya se ha hecho para los problemas de posicion y velocidad, se van a
calcular a continuaciéon las aceleraciones correspondientes al cuadrilatero
articulado que se estd mostrando como ejemplo.

En primer lugar, veamos cudl es el aspecto del término independiente de la
ecuacion (21) para dicho cuadrilatero articulado.



20% + Y1)
200k = %)" + (Y2 = ¥1)°] 22)
2(%5 +Y5)
L% cosa

_(j)qq:_

Entonces, sustituyendo en dicho término independiente los valores ya
conocidos de posicion y velocidad del cuadrilatero, se tiene que el sistema (21)
resulta,

2 3.4641 0 0 0 ?(_1 8
148249 —6.0185 14.8249 60185 0 ||t 4.5068

0 0 31751 94826 0 |2 )3.0312 23)
1 0 0 0 1.7321_3;22 1

Luego, al igual que ocurria en posiciones y velocidades, las aceleraciones de
todas las variables se pueden escribir en funcion de la aceleracion del grado de
libertad,

2 3.4641 0 0 (% 8 ) 0
-14.8249 -6.0185 14.8249 6.0185||Vy, 45068, | O
ST r=— A (24)
0 0 —3.1751 9.4826 || X, 3.0312 0
i 1 0 0 0 ¥ 1 1.7321

Si, por ejemplo, la aceleracion del grado de libertad es ¢ =1, el vector de
aceleraciones vale,

§'={-27321 -0.7321 -2.8201 -1.2639 1} (25

Es muy facil comprobar que la aceleracion del punto 1 es correcta.
5. La simulacion cinematica

Si en el problema de los desplazamientos finitos se introduce la variable tiempo,
el resultado es una verdadera simulacion cinematica del movimiento del
mecanismo. Recuérdese que el problema de los desplazamientos finitos consiste
en resolver repetidamente el problema de posicion para todo un rango de
valores de los grados de libertad. Si esos grados de libertad varian respondiendo
a una ley que es funcion del tiempo, se podran conocer en cada instante las



posiciones y campos de velocidades y aceleraciones de todos los sélidos del
mecanismo, es decir, se estara obteniendo como resultado el movimiento del
mismo. A continuacion se van a resolver dos ejemplos que ilustren lo dicho.

El primer ejemplo, que se muestra en la figura 3, consiste en un mecanismo
biela-manivela plano, utilizado en innumerables aplicaciones practicas, de las
cuales quiza la mas conocida sea el motor de explosion convencional.
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Figura 3. Mecanismo biela-manivela plano.

Para la modelizacion de este mecanismo en coordenadas naturales se utilizan
cuatro variables: las dos coordenadas del punto 1, la coordenada x del punto 2

(ya que la coordenada y es contante), y el &ngulo ¢.

qt:{xl yioox2 (P} (26)

Entonces, dado que el sistema posee un grado de libertad, habra que establecer
tres ecuaciones de restriccion que liguen las variables. Dichas ecuaciones son,

Xt +yi—Li =0 (27)

2 >
(%) +Gn—n) -13=0 (28)
Y — Lising=0 (292)
x;—Ljcosp=0 (29b)

El motivo de que aparezcan cuatro ecuaciones es que, segin se dijo en el
capitulo de modelizacion, la ecuacion de angulo cambia dependiendo del valor

del mismo: para valores de ¢ tales que |sin (p|£1/§/ 2 ha de utilizarse la

ecuacion en seno (29a); en caso contrario ha de emplearse la ecuacién en
coseno (29b). Por supuesto, puede también optarse por introducir siempre
ambas ecuaciones, dando lugar a un sistema de ecuaciones redundantes (cuyo
tratamiento se explica mas adelante), o por considerar una tinica ecuacidon que
sea suma de ambas (a veces falla). Respecto a las demds ecuaciones, la (27) es
una condicion de distancia constante entre los puntos O y 1 impuesta por el
caracter rigido de la primera barra, mientras que la (28) es anéaloga pero para la
segunda barra.



Entonces, los vectores de restricciones podran ser dos: con la ecuacion (29a),

2 2 2
X +y — L
2 2 2

Q=1(x,-x) +0-n) -L; (30a)
yi—Lysng

y con la ecuacion (29b),

2, 2 2
Xy +y - L
2 >
®=1(x2-x) +(02-n) -3 (30b)
x; —Licosp=0

La matriz jacobiana de estas ecuaciones adoptara también dos formas posibles,
dependiendo de la ecuacidon de angulo seleccionada. Si la ecuacion es la (29a),
la matriz jacobiana resulta,

2, 2y, 0 0
D, =|202-x1) 20n-n) 2(x2 —x;) 0 (31a)
0 1 0 —L,cosg

mientras que si la ecuacidon de angulo es la (29b) se tiene,

2X1 2_)/1 O O
O, =|202-x) 20 -3) 20, -x) 0 (31b)
1 0 0 Ly sme

Por tultimo, habra también doble opcion para el vector de aceleraciones
centrifugas y de Coriolis: con la ecuacion de angulo (29a),

2(x12 + yf)
@0 = 2[(>'<2 ~ %)+ (¥, - Y1)2] (32a)
L,p? sin @

y con la ecuacion de dngulo (29b),



207 + 57
@0 = 2% = 522 + (v, - %2} (32b)
L,¢? cosg

Por tanto, en cada instante de la simulacidon cinematica, habra que comprobar el

valor del angulo ¢, para considerar bien los términos (30a), (31a) y (32a), o los
(30b), (31b) y (32b).

Para concretar la simulacion, se suponen unas longitudes de las barrasZ; =2,
L, =5, y se define el movimiento del mecanismo a lo largo del tiempo
mediante la ecuacion (s6lo una por existir un unico grado de libertad),

p(H) =t (33)

que significa que la manivela se movera con velocidad angular constante
@) =1, y aceleracion angular también constante @(t)=0. Los resultados de
posicion, velocidad y aceleracion de todas las variables a lo largo del tiempo,
correspondientes a la simulacion indicada, se muestran a continuacion en la
tabla 3. Como se ve en la tabla, se han obtenido valores cada 22.5° de giro de la
manivela. Obviamente, pueden obtenerse valores para todos los instantes que se
desee.

t X1 | Y1 | X2 ¢ X1 Y1 | X2 ® Xy Y1 | X )

0 1.414 1.414 6.2100 45 -1.414 1.414 -1.831 1 -1.414 -1.414 -1.450 0
0.392 0.765 1.847 54114 67.5 -1.847 0.765 -2.152 1 -0.765 -1.847 -0.176 0
0.785 0 2 4.5826 90 -2 0 -2 1 0 -2 0.872 0
1.178 -0.765 1.847 3.8807 112.5 -1.847 -0.765 -1.543 1 0.765 -1.847 1.354 0
1.570 -1.414 1.414 3.3816 135 -1.414 -1.414 -0.997 1 1.414 -1.414 1.378 0
1.963 -1.847 0.765 3.0933 157.5 -0.765 -1.847 -0.479 1 1.847 -0.765 1.258 0
2.356 -2 0 3 180 0 -2 0 1 2 0 1.2 0
2.748 -1.847 -0.765 3.0933 202.5 0.765 -1.847 0.479 1 1.847 0.765 1.258 0
3.141 -1.414 -1.414 3.3816 225 1.414 -1.414 0.997 1 1.414 1.414 1.378 0
3.534 -0.765 -1.847 3.8807 247.5 1.847 -0.765 1.543 1 0.765 1.847 1.354 0
3.927 0 -2 4.5826 270 2 0 2 1 0 2 0.872 0
4.319 0.765 -1.847 54114 292.5 1.847 0.765 2.152 1 -0.765 1.847 -0.176 0
4712 1.414 -1.414 6.2100 315 1.414 1.414 1.831 1 -1.414 1.414 -1.450 0
5.105 1.847 -0.765 6.7888 337.5 0.765 1.847 1.051 1 -1.847 0.765 -2.436 0
5.497 2 0 7 360 0 2 0 1 -2 0 2.8 0
5.890 1.847 0.765 6.7888 22.5 -0.765 1.847 -1.051 1 -1.847 -0.765 -2.436 0
6.283 1.414 1.414 6.2100 45 -1.414 1.414 -1.831 1 -1.414 -1.414 -1.450 0

Tabla 3. Simulacion cinematica del mecanismo biela-manivela plano.

El segundo ejemplo, que se muestra en la figura 4, consiste en un mecanismo
biela-manivela espacial.
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Figura 4. Mecanismo biela-manivela espacial.

El par de revolucion situado en el origen de coordenadas tiene su eje contenido
en el plano xy, formando un angulo de 30° con el ¢je x, segiin puede apreciarse
en la figura 4. Esto hace que, al girar la barra unida a dicho par, el carrito
experimente un movimiento rectilineo de ida y vuelta de cierta amplitud sobre
la corredera. Si el angulo que forma el eje del par con el eje x se modifica,
también lo hace la amplitud de carrera del carrito. Este es pues un mecanismo
que permite obtener un movimiento rectilineo alternativo de amplitud variable.

La modelizacion de este mecanismo en coordenadas naturales se muestra en la
figura 5.

-
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Figura 5. Modelizacion del mecanismo biela-manivela espacial.

Se utilizan cinco variables: las tres coordenadas del punto 1, la coordenada x del
punto 2 y un angulo (que no aparece en la figura por claridad del dibujo), que es
el formado por el vector unitario fijo 2 y el vector que va del punto fijo 0 al
punto mévil 1, medido segun el vector unitario fijo 1.



th{)ﬁ Nz X (P} (34)

La longitud de la barra unida al par de revolucion es L; =2, y la de la barra con
dos rotulas esféricas en los extremos es L, =6.

Las ecuaciones de restriccion que ligan las variables son las siguientes:

(= x0) + (1 —20)” +(z21 —29)* = Li =0 (35)
(X1 — x)vix + 1 —=yo)viy +(z1 —z9)vi; =0 (36)
(v, =x))° + (2 —31) +(z—2))° —L3 =0 (37)
(zy —z¢)— Ly cosp=0 (38a)

—(1 —y0)— Liviy senp =0 (38b)

(Xl — Xo) — lely seney = 0 (380)

La primera es una ecuacion de distancia constante que asegura el caracter rigido
de la barra 1. La segunda es una ecuacion de producto escalar constante nulo
entre la primera barra y el vector unitario 1, que obliga a la barra a moverse en
el plano perpendicular al eje del par de revolucion. La tercera es de nuevo una
ecuacion de distancia constante, esta vez entre los extremos de la barra 2. Por
ultimo, la ecuacion (38) introduce el angulo. Como ya se explicéd en el capitulo
de modelizacion, la ecuacion de angulo ha de plantearse como ecuacidon en
coseno (producto escalar) o en seno (producto vectorial). La ecuacion (38a)
procede de establecer el producto escalar entre el vector con origen en el punto
0 y extremo en el punto 1, y el vector unitario 2. Las ecuaciones (38b) y (38c¢)
son, respectivamente, las componentes x € y del producto vectorial entre los
mismos vectores. En este caso, la componente z es la ecuacion 0=0, por lo que
no tiene interés. Cuando se utiliza el producto vectorial, conviene elegir la
ecuacion correspondiente a la mayor componente del vector normal al plano
definido por los dos vectores del producto. En esta ocasion, dicho vector es el
que define el eje del par de revolucion, el vector unitario 1. Por tanto, caso de
precisarse la ecuaciéon en seno, convendra elegir la primera ecuacion del
producto vectorial (38b), aunque la segunda (38¢) también funcionaria.

Dado que el sistema tiene un unico grado de libertad, el movimiento queda
perfectamente definido sabiendo que ¢ =24, de valor constante. En el instante

inicial ¢ =0.

Se lleva a cabo la simulacion cinematica del movimiento del mecanismo
correspondiente a una vuelta completa de la barra de entrada, ya que el
movimiento se repite en vueltas sucesivas. Se obtienen resultados de posicion,
velocidad y aceleracion de las variables para cada 30° de variacidén del angulo



@, aunque se pueden obtener para todos los valores del dngulo que se desee.
Estos resultados se muestran en la tabla 4.

X [ Y| [ X | P X ||| %@ | X | W|L|X|¢@

0 0 0 2 5.657 0 24 |-41.57 0 24 24 0 0 -1152 1 101.8 0
021 -0.5 -0.866 | 1.732 | 5.179 30 -20.78 -36 24 |-18.95 24 288 498.8 1-997.7 | 338.1 0
043 }0.866 -1.5 1 4.857 60 -12 1-20.78 |-41.57 [-10.18 24 498.8 864 -576 | 4479 0
.065 -1 11.732 0 4.745 90 0 0 48 0 24 576 997.7 0 475.7 0
.087 }0.886 -1.5 -1 4.857 120 12 20.78 |-41.57 | 10.18 24 498.8 864 576 4479 0
109 -0.5 [0.866 }1.732 5.179 150 |20.78 36 24 18.95 24 288 498.8 | 997.7 | 338.1 0
131 0 0 -2 5.657 180 24 41.57 0 24 24 0 0 1152 | 101.8 0
153 0.5 0.866 [1.732 6.179 210 |20.78 36 24 22.61 24 288 1498.8 997.7 12379 0
175 0.866 1.5 -1 6.589 240 12 20.78 |41.57 |[13.82 24  |[-498.8 -864 576 }549.7 0
.196 1 1.732 0 6.745 270 0 0 48 0 24 -576 1997.7 0 1676.3 0
218 0.866 1.5 1 6.589 300 -12 -20.78 | 41.57 [-13.82 24  |-498.8 -864 -576 }549.7 0
240 0.5 0.866 | 1.732 | 6.179 330 [-20.78 -36 24 -22.61 24 288 1498.8 }997.7 2379 0
262 0 0 2 5.657 360 24 -41.57 0 24 24 0 0 -1152 | 101.8 0

Tabla 4. Simulacion cinematica del mecanismo biela-manivela espacial.
6. Mecanismos sobredeterminados.

En ocasiones nos encontraremos con mecanismos en los que, una vez
modelizados, obtenemos un niumero de ecuaciones de restriccion superior al
esperado que, segun se ha visto, es m=n—g, donde n es el nimero de variables
utilizadas en la modelizacion y g es el nimero de grados de libertad del
mecanismo.

En el tema de modelizacion se apuntd ya numerosas veces este hecho. Se
hablaba entonces de la posibilidad de llegar a un sistema de ecuaciones
redundantes. Pero, ;cuales son las causas que puedan llevar a ello? Las
analizaremos a continuacion.

Una causa es la simple comodidad del analista. Se ha visto en el capitulo de
modelizacion que hay muchos casos (alineacion de un punto sobre una recta,
definicion de coordenadas relativas —angulos y distancias—) en los que varias
ecuaciones de restriccion son posibles, pero no independientes entre si. En esos
casos, se planteaban dos opciones: seleccionar las ecuaciones independientes
(seleccion que suele ser variable a lo largo del movimiento), o bien considerar
todas, yendo a un sistema de ecuaciones redundantes.

Un segundo origen de sistemas de ecuaciones redundantes son los mecanismos
que no cumplen el criterio de Griibler, sino que poseen mas grados de libertad
que los predichos por el mencionado criterio. Estos mecanismos obtienen su
capacidad de movimiento de una configuracion especial, no de su relacion entre
elementos y pares cinemadticos. En estos casos, el sistema de ecuaciones
redundantes viene ya servido, pues procede de la propia naturaleza peculiar del
mecanismo.




En principio, la presencia de ecuaciones redundantes no deberia ser
preocupante, ya que, al ser las ecuaciones en exceso combinacion lineal de las
demads, seran eliminadas por un simple pivotamiento de Gauss, que desechara
aquellas ecuaciones “mas dependientes” de las demads. Sin embargo, si bien esto
es cierto al resolver los problemas de velocidad y aceleracion, no tiene por qué
serlo para el problema de posicion.

El motivo es que, durante el proceso iterativo de Newton-Raphson que, segiin
se ha visto, es preciso llevar a cabo para la resolucion del problema de posicion,
los valores que toman las variables no cumplen las ecuaciones de restriccion del
mecanismo, esto es, no corresponden a un montaje correcto del mismo. Ello
puede dar como consecuencia que el sistema de ecuaciones redundantes se
convierta en incompatible, impidiendo seguir adelante en la resolucion.

Para evitar este problema matematico, se recurre a obtener la solucion de
minimos cuadrados. Esta solucion coincidira con la verdadera si el sistema de
ecuaciones es compatible, y sera la menos erronea si el sistema es incompatible.
De esta forma, se podra avanzar en el proceso iterativo, llegando finalmente a la
solucion correcta. Veamos cdmo se concreta lo dicho.
Si se tiene el sistema de ecuaciones,

Ax =b (39)
la solucion de minimos cuadrados se obtiene resolviendo el sistema,

A'Ax =A'b (40)

Entonces, en el problema de posicion, en lugar de plantear el sistema de
ecuaciones (10), se planteara el siguiente,

O D, (q; —q)=—D,P (41)

Andlogamente, para los problemas de velocidad y aceleracion puede escribirse,
en lugar de (16) y (21),

t .
©, D=0 (42)
O D [ =-P D, (43)

Hay que tener en cuenta que los nuevos sistemas de ecuaciones son cuadrados,
de dimension n. Sin embargo, el numero de incognitas es menor, ya que se
conocen los datos correspondientes a aquellas variables que son grados de



libertad. Para tener en cuenta esos datos o, dicho de otra forma, para imponer
los valores de los grados de libertad, caben tres opciones en la practica.

La primera consiste en pasar al término independiente las columnas
correspondientes a los grados de libertad multiplicadas por éstos, y resolver el
sistema resultante, de rango n—g.

La segunda consiste en anadir restricciones que indiquen precisamente cual es
el valor de las variables que representan a los grados de libertad. Por ejemplo, si
se pretende imponer que la variable x; (grado de libertad) valga 3.5, se anadira

la ecuacion de restriccion x; —3.5=0.

La tercera, muy fécil de implementar, consiste en sustituir por un nimero muy
grande los términos de la diagonal correspondientes a los grados de libertad v,
por ese mismo numero multiplicado por el valor del grado de libertad, el
elemento del término independiente asociado. Veamos un ejemplo.

En el sistema cuadrado siguiente, se desea imponer la condicion de que la
tercera variable valga 17.

aip 4 A3 A4 || by

dyp Qyy dyz Ay || X b,
= (44)

dy; dszp dz3 A4 || X3 b,

(A4 Gy dy3 Aygq 1 Xy b,

Seglin se ha dicho, habrd que sustitutir el término de la diagonal, a3, por un

numero grande, por ejemplo 10", Ademas, el elemento asociado del término
independiente, b3, debera sustituirse por 17x10". Por lo tanto, el sistema a
resolver sera,

aip 4 di3 4y ||1Y b,

ayy Ay dyz Ay, ||Xp b,
= 45

Lay Ay Ay agllxy) L by
De esta forma, la tercera ecuacion viene a ser, aproximadamente,

10Px; =17-10" (46)



ya que los demas términos son despreciables. Por tanto, esta tercera ecuacion
impone la condicion de que x; seaigual a 17.

La técnica descrita es aplicable a los tres problemas: posicidon, velocidad y
aceleracion.

Como ejemplo de sistema sobredeterminado se van a resolver los problemas de
posicion, velocidad y aceleracion del mecanismo esférico que se muestra en la
figura 6.

v &

Figura 6. Mecanismo esférico.

Las dimensiones de este mecanismo son: AB=3, OA =7, OD=2, CD=9. En
la posicion de la figura 6, el elemento 4B se halla en el plano xz, y el elemento
CD en el plano xy. La velocidad angular del elemento 4B es (0,0,—60) y su
aceleracion angular es nula.

Para la resolucion de los problemas cinematicos se realiza la modelizacion del
mecanismo en coordenadas naturales que se muestra en la figura 7. Se emplean
como variables dos puntos, pl y p2, dos vectores unitarios, vl y v2, y el angulo
de entrada, 0. En total, 13 variables. El resto de puntos, pA y pD, y vectores
unitarios, vA y vD, son fijos. A continuacion se establecen las ecuaciones de
restriccion que ligan las variables.

(1 —x4) +(1 —ya)’ +(z —24)" —AB” =0 (47)
(X =X Vax + 1 =Ya)Vay +(21 —24)vy. =0 (48)



q—x e +O1 =Yy +(z -z —C; =0 (49)

VeV T VAyvly + V4 V1, — C2 =0 (50)
v12x+v12y+v122—1:0 (51
2 2 2 52

(X2 =x1)"+ (2 —»1) +(z2 —2;)” —BC =0 (52)
(% —x)vix + 2 =Yy H(z2 — 2w — G =0 (53)
(%2 =x Vo + (O —=Y1)Ivay +(22 =2y, —C4 =0 (54)
VixVax +V1yv2y TV Vo, — CS =0 (55)
v%x + v22y + v222 -1=0 (56)

2 2 2 —=R2
(x2 —xp)"+(2—yp) +(22—2zp)"—CD" =0 (57)
(X2 =xp)Vpy +(2 —¥p)Wp, +(22 —zp)vp. =0 (58)
(X =xpVay + (V2 —yp)vay + (22 —zp)Iva. — (s =0 (59)
VoxVpx +V2,Vpy + V2. vp, —C7 =0 (60)
VDx(M—J/A)—VDy(Xl—XA)—ABSGHQZO (61)

V&

Figura 7. Modelizacion del mecanismo esférico.

Las ecuaciones (47) a (51) representan las condiciones de so6lido rigido del
elemento AB. De (52) a (56) las del elemento BC. De (57) a (60) las del CD. La
ecuacion (61) es la tercera componente del producto vectorial entre el vector
unitario vD y el vector (pl-pA), e introduce como variable del problema al
angulo de entrada 6. Las constantes que aparecen en las ecuaciones de
restriccion toman el siguiente valor: C; =1.181758, C, =0.919145 ,



BC=12.449899 , (C;=-8403612, C,=9870336, Cs5=-0.085453,
Cs =8.785683 , C; =0.216930 .

Puede observarse que se han obtenido un total de 15 ecuaciones de restriccion
para un sistema modelizado con 13 variables. Esto daria como resultado —2
grados de libertad, lo mismo que se calcula para este mecanismo mediante
aplicacion del criterio de Griibler. Sin embargo, sabemos que, merced a su
configuracion especial (los ejes de los cuatro pares se cortan en un punto), el
mecanismo posee un grado de libertad. Por lo tanto, sélo deben existir 12
ecuaciones de restriccion independientes, siendo las tres restantes combinacion
lineal de las demas.

El problema de posicidon se resuelve aplicando iterativamente la ecuacion (41),
partiendo en la primera iteracion de una posicidon aproximada. Si el vector de
variables se toma como:

1

q' = {Xl M2 Vix Viy Viz X2 Y2 Za Vax VW Oy
la solucidén que se obtiene para el problema de posicion es:
q'={3 0 7 -03939 0 09191 2 9 0 02169 09762 0 3.1416}

El problema de velocidad se resuelve aplicando la ecuacion (42), y el de
aceleracion aplicando la ecuacion (43). Los resultados son:

q'={0 180 0 0 2363 0 0 0 -23142 0 0 -2510 -60]

§'={10800 0 0 1418 0 0 0O -5951 -3086 0 —645 —335 Of

7. Mejoras en el tiempo de calculo del problema de posicion.

Se ha visto en el primer apartado de este capitulo que, para resolver el problema
de posicidon de un mecanismo, se precisa resolver iterativamente el sistema de
ecuaciones

Qy(qi1 —q;) =—P (62)

partiendo de unos valores mas o menos aproximados de las variables. Cuando
se tiene un problema de tamafio muy grande, con muchas variables, la
resolucion del sistema de ecuaciones (62) es costosa desde el punto de vista de
tiempo de calculo. En cada nueva iteraciéon hay que recalcular la matriz



jacobiana de las ecuaciones de restriccion, triangularizarla y resolver el sistema
de ecuaciones.

Cabe, sin embargo, la opcion de no renovar la matriz jacobiana durante el
proceso iterativo. Es lo que se llama método de Newton-Raphson modificado.
La matriz jacobiana s6lo se calcula y triangulariza en la primera iteracion (o
cada cierto numero de iteraciones). De esta forma, cada nueva iteracion
unicamente precisa recalcular el término independiente y efectuar una marcha
adelante y vuelta atras, reduciéndose significativamente el tiempo de calculo.

La diferencia con el método de Newton-Raphson convencional radica en que,
mientras en este ultimo se calcula la tangente a la curva en cada nuevo punto, en
el modificado se van trazando paralelas a la primera tangente. Ello puede dar
lugar a una convergencia algo mas lenta, de manera que sea necesaria alguna
iteracion adicional. De todas formas, incluso en este caso, el ahorro en el tiempo
de calculo se mantiene.

VA

| ’X
T X1 Xy

Figura 8. Interpretacion del método de Newton-Raphson modificado.

En una funcién de una sola variable, la interpretacion geométrica del método
modificado se muestra en la figura 8. Puede compararse con la figura 2 de este
capitulo, donde se hizo lo mismo para el método convencional.

8. Problema cinematico inverso.

En ocasiones se pretende conocer el movimiento de un sistema mecénico
expresado mediante un determinado conjunto de variables a partir del mismo
movimiento expresado en otro conjunto de variables. Un caso tipico se da en los
robots. Es lo que se conoce como problema cinematico inverso. Vamos a verlo
a través de un ejemplo sencillo.

Considérese el manipulador plano de dos grados de libertad que se muestra en
la figura 9. El primer brazo tiene una longitud L=4, y el segundo L,=3.



Supongamos que se pretende que la mano del manipulador describa una
trayectoria recta y se quiere averiguar cuales son los valores de los d&ngulos que
dan como resultado ese movimiento.

g

-

Figura 9. Manipulador plano de dos grados de libertad.

Para ello se modeliza el robot con seis variables: las coordenadas x e y de los
puntos 1 y 2, mas los dos angulos.

qtz{xl n o xa »m 6 492} (63)

Y acto seguido se resuelve el problema de desplazamientos finitos, empleando
como grados de libertad las coordenadas el punto 2: la coordenada x tomara
valores comprendidos entre -5.5 y 5.5, con el incremento que se desee; la
coordenada y tomara un valor constante de 4.

180 —
160

140

6 < “ 0 4 Bl

Figura 10. Angulos del manipulador.



Terminado este analisis, puede obtenerse una grafica como la que se muestra en
la figura 10, donde se representa el valor de los &ngulos en grados (dngulo 6; en

linea continua, 4ngulo 6, en discontinua) frente al valor de la coordenada x de la
mano del manipulador (punto 2). De esta forma, si el robot ha de guiarse en la
practica a través de los angulos, se conoce qué valores han de tomar €stos para
conseguir que la mano describa la trayectoria rectilinea deseada.

Al igual que se han obtenido los valores de los angulos en funcion de la
posicion de la mano, se podrian obtener los valores de los dngulos y sus
derivadas en funcion del tiempo. Para ello, bastaria decidir cobmo se desea el
movimiento de la mano, proporcionando las relaciones,

Xy = f(2) (64)
n=4 (65)

Entonces, la simulacion cinemadtica (posicion, velocidad y aceleracion) daria
como resultado el valor de los angulos y sus derivadas a lo largo del tiempo,
capaces de generar el movimiento de la mano prescrito.

9. Representacion grafica.

En cualquier simulacion, ya sea cinematica o dindmica, es de gran interés poder
obtener una visualizacion del movimiento del mecanismo, ya que posibilita una
sencilla y rapida primera verificacion del resultado de la simulacion (aunque
posteriormente haya de corroborarse mediante graficas o tablas de resultados
numericos). Por ejemplo, si se trata de simular la caida de un péndulo bajo la
accion de la gravedad y en la visualizacion se observa que el solido sale
disparado hacia arriba, no cabe duda de que se ha cometido algin error en el
analisis.

Figura 11. Visualizacion realista de un sistema mecanico.



En otras ocasiones, la visualizacion del movimiento serd precisamente el
principal objetivo de la simulacién: tal es el caso de un simulador para
entrenamiento de personal o la deteccion de colisiones entre los componentes
de un nuevo disefio de mecanismo.

Para poder obtener una representacion grafica realista del movimiento del
mecanismo es imprescindible calcular, para cada instante a representar (escena),
las matrices de transformacion de todos los elementos del mecanismo.

En efecto, sea cual sea el sistema de graficos que se utilice, serd preciso conocer
en cada escena la posicion de una serie de puntos de cada sélido del
mecanismo. Si la representacion es realista, cada solido estard formado por
muchas facetas o superficies, y el nimero de puntos del mismo cuya posicidén
habra que conocer seréd elevado. Sin embargo, segun se ha visto en el capitulo
de modelizacidn, cada solido estara definido por unos pocos puntos (y vectores
unitarios en el caso 3D).

(Hace falta entonces aumentar enormemente el tamafo del problema,
definiendo en la modelizacion todos aquellos puntos de interés para la
representacion grafica? En absoluto. Si un elemento se ha modelizado
correctamente, poseera las variables (puntos y vectores unitarios) suficientes
para situar todo el espacio asociado al elemento (que se mueve con el elemento)
y, en consecuencia, conocida la posicion de esas variables sera posible conocer
la posicion de cualquier otro punto o vector del elemento. El instrumento para
conseguirlo es la matriz de transformacion del elemento, que sera funcion de
algunos de los puntos y vectores unitarios que definen el elemento.

9.1 Matriz de transformacion de un elemento plano.

Para concretar lo expuesto en los parrafos anteriores, se explica a continuacién
coémo obtener la matriz de transformacion de un elemento en el caso plano.

LSS

Figura 12. Matriz de transformacion de un elemento genérico plano.



La figura 12 muestra un elemento genérico plano. Como se dijo en el capitulo
de modelizacidon, un elemento plano queda perfectamente definido con, al
menos, dos puntos. Es evidente que la posicidén absoluta de cualquier punto del
elemento podra escribirse como,

p =1+ ATP (66)

donde r; es la posicion absoluta del origen del sistema de referencia local y A
es la matriz de rotacidon que relaciona el sistema local con el general.

Aunque no tiene por qué ser asi, se puede definir el sistema de referencia local
de manera que uno de los puntos basicos del elemento (punto 1) sea el origen,
mientras que el eje x pase por el otro punto basico (punto 2). Entonces, si la
distancia entre los puntos 1 y 2 es L, la matriz de rotacion serd, en funcion de
las coordenadas generales de ambos puntos,

1| X=X N~V
A:_Lz 1N 2} (67)

Ly, =y X —x
La expresion (66) puede reescribirse agrupada de la siguiente forma,
* _k
Ip = Trp (68)
donde los vectores con asterisco son las llamadas coordenadas homogéneas y T
es la matriz de transformacion, que permite pasar de coordenadas locales del

elemento a coordenadas generales. En el caso plano, la matriz T es de tamafio
3x3 y esta formada por las submatrices siguientes,

T—[A rl}
“lo 1 (69)

Por su parte, las coordenadas homogéneas se obtienen sin mas que anadir a las
coordenadas de los puntos un “1” al final. Asi,

X
X *
rp={} ; Tp =1V (70)
1

Entonces, es facil comprobar que la igualdad (68) es equivalente a la (66), si
bien afiade una nueva ecuacion que es la identidad 1=1. Por tanto, la matriz de



transformacion no es mas que la informacion de cambio de sistema de
referencia (traslacion y matriz de rotacion) concentrada en una inica matriz. De
esta forma, conocida la matriz de transformacidn de un elemento del mecanismo
en un determinado instante, se pueden conocer las coordenadas absolutas de
todos los puntos del elemento que se necesiten sin mds que aplicar
sistematicamente la expresion (68), lo que permitiré la representacion grafica de
dicho elemento. Notese que las coordenadas locales de los puntos no varian
durante el movimiento, por estar el sistema de referencia local rigidamente
unido al elemento. Por tanto, dichas coordenadas locales seran una informacion
conocida al principio de la simulacidén que se mantendra inalterada a lo largo de
la misma.

Para aclarar lo explicado, se resuelve un ejemplo. Supdngase que el tridngulo de
la figura 13 es equilatero de lado unidad y se halla en movimiento. Si el
tridangulo ha sido modelizado con los puntos basicos 1 y 2, serd la posicion de
ambos puntos la que se conozca en cada instante, pero no la del punto P. Sin
embargo, es obvio que para poder dibujar el tridngulo en su posicion sera
preciso disponer de las coordenadas de los tres vértices.

ﬁ
=

P

e

777 X

Figura 13. Uso de la matriz de transformacion de un elemento.

Dado que el tridngulo es equilatero de lado unidad, las coordenadas locales del
punto P seran: xp=1/2, yp= +3/2. Dichas coordenadas se mantendrén

invariables durante el movimiento del triangulo. Si, en el instante representado
en la figura 13, las coordenadas generales de los puntos 1 y 2 fueran x; =2,

=1, x,=2 ++/3/ 2, ¥, =3/2 (valores que corresponden a una inclinacion

del segmento 12 de 30° respecto al eje general x), resultarian los siguientes
valores de la traslacion y matriz de rotacion del sistema local del elemento,

) _{2} . A{ﬁ/z —1/2} -
) T T 12 AB2 7

con lo que la matriz de transformacion seria,



N3/2 -1/2 2
T=| 1/2 ~3/2 1 (72)
0 0 1

Entonces, aplicando la expresion (68) se obtendrian las coordenadas generales
(homogéneas) del vértice P del tridngulo en ese instante,

N3/2 -1/2 2| 1/2 2
rp=Tir =| 1/2 +3/2 1[343/2p=12 (73)
0 o 1]l 1 1

luego el punto P tendria como coordenadas generales: xp =2, yp=2. De

forma andloga podrian calcularse las coordenadas de todos aquellos puntos del
elemento que fueran de interés.

9.2 Matriz de transformacion de un elemento tridimensional.

Como ya se dijo en el capitulo de modelizacion, la correcta definicion de un
elemento rigido tridimensional precisa de al menos un punto y dos direcciones
no alineadas (como direcciones pueden servir vectores unitarios, o bien puntos
que den lugar a vectores por diferencia con el punto obligatorio mencionado).
Asi las cosas, la tercera direccion se obtendria como producto vectorial de las
dos existentes, de manera que ya se dispondria de un espacio tridimensional
asociado al elemento. Si bien se ha aludido al minimo necesario, generalmente
cada elemento vendra definido con algo mas de generosidad, poseyendo un
punto y tres direcciones no coplanarias. Es bajo este supuesto como se va a
desarrollar la matriz de transformacion de un elemento genérico espacial.
Posteriormente se indicara como actuar en el caso minimo referido al principio
del parrafo.

X

Figura 14. Matriz de transformacion de un elemento genérico tridimensional.



Sea el elemento genérico tridimensional que se muestra en la figura 14. Dicho
elemento se halla definido por, al menos, dos puntos (pl y p2) y dos vectores
unitarios (vl y v2). Con estas variables se pueden construir tres vectores que
representen tres direcciones (se asume que no coplanarias): p2-pl, vl, v2. Las
coordenadas locales (constantes) y generales de estos tres vectores se relacionan
a través de la matriz de rotacion del elemento,

2 -pt 1 2]=A[R-pl v 2] (74)

de manera que, invirtiendo la matriz 3x3 de coordenadas locales (constante) se
obtiene,

A=[R-pt 1 2]@-pl 1 2] (75)

que de forma abreviada se puede escribir,

~v |

A =XX (76)

Entonces, calculada al principio de la simulacion la matriz de coordenadas

locales invertida, X! , que se mantendra constante durante el movimiento, basta
disponer en cada instante de las coordenadas generales de los puntos y vectores
unitarios indicados para, con un sencillo producto de matrices 3x3, obtener la
matriz de rotacion del elemento.

En cuanto al valor de la traslacion estd claro que, por ser el punto pl
perteneciente al elemento, se cumplira

r=r,+ Ai'l (77)
luego, despejando se tiene que,

De forma que, conocida la matriz de rotacion, es inmediato calcular el valor de
la traslacion del origen del sistema de referencia local. Ya se puede, por tanto,
montar la matriz de transformacion 4x4 del elemento,

T_[A ro}_[A rl—Ai’l}
1o 1] |0 1 (79)

Ahora resulta facil entender como se procederia en otros casos de definicion del
elemento. Por ejemplo, caso de existir solamente un punto y dos direcciones



(supongamos dos puntos pl y p2 y un vector unitario v1), bastaria con obtener
la tercera direccidn como producto vectorial de las dos existentes, de modo que
la ecuacion (74) pasaria a ser,

[R2-pt V1 (R-pl)xvi]=A[R-pl VI (p2-pl)xM |80)

Si el elemento poseyera el punto y las tres direcciones pero definidas de forma
distinta a la explicada, por ejemplo, mediante tres puntos (pl, p2 y p3) y un
vector unitario (v1), la ecuacidn (74) seria sustituida por,

2 -pl p3-pl V1]=A[R-pl pB-pl V1] (8D

En ambos casos o en cualquier otro, una vez replanteada la ecuacion (74), se
continuaria el razonamiento de manera completamente analoga a la vista.

En el apartado anterior se habia mostrado una técnica particular para el
elemento genérico plano, donde se asumian algunas condiciones que no tienen
por qué darse (origen del sistema de referencia local coincidente con un punto
basico y eje X pasando por el otro punto basico). Sin embargo, la técnica
explicada para un elemento genérico tridimensional es completamente general,
pudiendo aplicarse por tanto a elementos planos. Con ello, quedan también
resueltos aquellos casos de elementos planos que no cumplan las condiciones
exigidas en el desarrollo del apartado anterior.



